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1. Introduzione alla matematica finanziaria

B Rappresentare gliimporti di denaro nel tempo

In questo Tema avrai modo di comprendere che cosa si intende quando si dice che la
matematica finanziaria fornisce gli strumenti per muovere il denaro nel tempo.

Un primo passo importante consiste nell’imparare a rappresentare un problema in
un’opportuna forma grafica. Poiché uno degli scopi principali della matematica fi-
nanziaria e di mettere a confronto importi di denaro disponibili in momenti diversi,
introduciamo di seguito una convenzione particolarmente utile per rappresentare il
denaro nel tempo.

I1 tempo si puo rappresentare su una retta orientata, in genere, da sinistra verso de-
stra, che viene detta retta (0 asse) temporale. Piu ci si muove in avanti nel tempo e pit
ci si sposta a destra su questa retta.

11 problema di scegliere tra 1'uovo oggi e la gallina domani, allora, si puo rappresenta-
re come in fig. 1.1.

oggi domani

tempo

Figura 1.1 L'uovo oggi o la gallina domani?

La grandezza «tempo» €, in genere, rappresentata dalla variabile . Nel testo indiche-
remo le date con la lettera t cui aggiungeremo un pedice. Tra due date con diversi pe-
dici, la data con il pedice minore precede temporalmente la data con il pedice mag-
giore. In questo modo si possono rappresentare tre date come t;, t; e 3, con t; che
precede t; e t; che precede f3.

Quando al tempo sono associati degli importi di denaro, questi si possono rappresen-
tare (al di sopra della retta temporale) con il segno opportuno a seconda che si tratti
di debiti o crediti.

ESEMPIO

Sappiamo che alla data t; incasseremo 100 euro, che alla data t, ne pagheremo 70,
e che alla data t3 incasseremo S0 euro.
In questo caso i flussi di denaro si possono rappresentare come in figura:

100 -70 50
]I Ir : tem O-‘
t, t, t, P
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In particolare studieremo le operazioni, dette di capitalizzazione, che consentono di
trasportare il denaro in avanti nel tempo e le operazioni, dette di attualizzazione,
che consentono di spostare il capitale indietro nel tempo (fig. 1.2).

capitalizzazione attualizzazione

tempo
£ t £ P

Figura 1.2

B L'interesse e il tasso di interesse

Le operazioni finanziarie pitt semplici consistono in uno scambio di denaro tra due
date diverse: in una certa data un soggetto, detto debitore, riceve del denaro in presti-
to e si impegna a restituirlo a colui che ha prestato il denaro, detto creditore, in una
data successiva. Il creditore vuole generalmente avere un compenso per il prestito ac-
cordato; il debitore percio deve generalmente restituire piz denaro di quanto ha preso
in prestito.

‘ INTERESSE, CAPITALE E MONTANTE
Si chiama interesse, e si indica con la lettera I, il compenso che il creditore ri-
chiede per accordare un prestito. Il denaro che genera l'interesse viene chiamato
capitale e si indica con la lettera C; la somma di capitale e interesse viene defini-
ta montante e indicata con la lettera M.

Interesse

Montante
Capitale Capitale

¢ ¢ tempo

Figura 1.3

In termini algebrici possiamo scrivere:

M = C + 1

T
Montante  Capitale Interesse

II tempo che intercorre tra il prestito di un capitale e la restituzione del montante
(detto durata), ossia il tempo f, — t; in fig. 1.3, viene di solito indicato con la lette-
ra t.

Un problema che capita frequentemente di dover affrontare e quello del confronto tra
pitt operazioni finanziarie per stabilire quale di esse sia la piu conveniente.

ESEMPIO Confronto tra operazioni finanziarie

Il giorno 1/8 riceviamo la proposta di due societa finanziarie:

1. la societa Gatto ci propone di versarle 1000 euro prendendosi I'impegno di re-
stituire, dopo 15 giorni, la cifra di 1005 euro;

2. la societa Volpe ci propone di versarle 1500 euro prendendosi I'impegno di re-
stituire, dopo 25 giorni, la cifra di 1510 euro.

Quale delle due operazioni & preferibile?
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Modi di dire

Nel linguaggio finanziario,
il tasso di interesse dello
0,01% ¢ chiamato punto
base. Quando un tasso di
interesse passa dal 3% al
3,5% si dice allora che vi &
stato un aumento di 50
punti base, mentre un
aumento di un punto
percentuale (per esempio
dal 4,2% al 5,2%)
corrisponde a un aumento
di 100 punti base.

Non ¢ immediato capire quale delle due operazioni sia preferibile, poiché si riferi-
scono a capitali diversi e a durate diverse. Per renderle confrontabili dovremmo,
dunque, rapportarle entrambe allo stesso ammontare di denaro e allo stesso periodo
di tempo.

Nel primo caso (societa Gatto) si ricevono 5 euro di interesse su un capitale di 1000
euro, mentre nel secondo caso (societa Volpe) si ricevono 10 euro di interesse su
un capitale di 1500 euro.

Possiamo dunque concludere che:

e nel caso della societa Gatto, l'interesse per ogni euro di capitale ¢ pari a
5 . . -
1000 — 0,005 per un periodo di 15 giorni;

e nel caso della societa Volpe, l'interesse per ogni euro di capitale e pari a

10

1500 — 0,006 per un periodo di 25 giorni.

I valori cosi calcolati sono ora confrontabili dal punto di vista monetario perché si
riferiscono entrambi a un capitale di 1 euro, ma non sono ancora confrontabili dal
punto di vista temporale perché si riferiscono a due lassi di tempo diversi. Non re-
sta, allora, che dividere ulteriormente gli interessi relativi a 1 euro per i giorni di
durata dell’operazione finanziaria. Si ottiene cosi che:

e nel caso della societa Gatto, l'interesse per ogni euro e per ogni giorno € dato da

0,005, 0,0003;

e nel caso della societa Volpe, I'interesse per ogni euro e per ogni giorno é dato da
0,006 -
——— =0,00026.
5
Adesso possiamo affermare che preferiamo la proposta della societa Gatto poiché
I'interesse da essa offerto, per ogni euro e per ogni giorno, € superiore.

Come messo in luce nel precedente esempio, per poter confrontare con immediatez-
za due o pit operazioni finanziarie € spesso utile conoscere l'interesse per ogni unita
monetaria di capitale (nel nostro caso erano euro, ma l’operazione da compiere ¢ la
stessa per ogni tipo di valuta) e per ogni unita di tempo (nel nostro caso il giorno). A
questa misura dell’interesse si da il nome di tasso di interesse.

‘ TASSO DI INTERESSE
Si chiama tasso di interesse, e si indica con la lettera i, I'interesse maturato per
ogni unita di capitale in una unita di tempo.

Se I ¢ l'interesse relativo a un capitale C, maturato in una unitd di tempo, risulta
quindi:

i=— [1.1]

Nella maggior parte dei casi, il tasso di interesse viene dato in forma percentuale, per
esempio:
i=0,05=5%; i=0,035=3,5%; i=0,1=10%

E prassi indicare in questi casi il tasso di interesse con al piti due cifre decimali. Un
tasso del 3,519% viene di solito approssimato per arrotondamento con 3,52% (osser-
va che per approssimare il tasso di interesse, espresso in forma percentuale, con due ci-
fre decimali occorre approssimare il tasso di interesse, espresso in forma decimale, con
quattro cifre decimali).
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ESEMPI Tasso di interesse

a. Se in un anno un capitale C = 5000 euro ha fruttato un interesse I di 250 euro,
il tasso di interesse annuo i € uguale a:
250
=" =59
1=2500 0,05 = 5%
b. Se in un anno un capitale C = 3500 euro ha fruttato un interesse I di 120 euro,
il tasso di interesse annuo i € uguale a:
120

Y _ 9
1= 3500 ~ 00,0343 = 3,43%

M Il tasso di interesse e le unita di misura del tempo

Sui mercati finanziari € prassi esprimere il tasso di interesse in termini annuali; quan-
do non si danno altre indicazioni, va dunque sottinteso che 1'unita di tempo sia 'an-
no e il tasso di interesse assegnato sia annuo.

Poiché il tasso di interesse e le durate delle operazioni devono sempre essere riferiti al-
la stessa unita di tempo, si pone spesso la necessita di convertire la durata di un’ope-
razione finanziaria in anni; a tale scopo utilizzeremo la convenzione dell’anno com-
merciale, in base alla quale un anno viene considerato formato da 12 mesi di 30 gior-
ni ciascuno (quindi complessivamente si assume che un anno commerciale abbia
360 giorni). Si parla, invece, di anno civile o di giorni effettivi quando si calcolano i
giorni in base al calendario (considerando, per esempio, febbraio composto da 29
giorni negli anni bisestili).

ESEMPI Trasformazione del tempo in anni

a. Un tempo di 3 anni e 4 mesi corrisponde (nella convenzione dell’anno commer-

ciale) a:
3+ 4 _40_10 anni
12 12 3

b. Un tempo di 3 anni, 4 mesi e 15 giorni corrisponde (nella convenzione dell’an-
no commerciale) a:
4 15 1 1 27

T 360 T3 T 2a ~ g MM

Nel caso in cui il tasso di interesse assegnato non sia annuo ma, per esempio, trime-
strale, quadrimestrale o semestrale, il tempo andra espresso rispettivamente in trime-
stri, quadrimestri o semestri.

ESEMPI Trasformazione del tempo in frazioni di anno

a. Se ¢ dato un tasso semestrale, un tempo di 2 anni e mezzo andra espresso in se-
mestri; poiché ogni anno contiene 2 semestri, 2 anni e mezzo corrispondono a
5 semestri;

b. Se é dato un tasso quadrimestrale, un tempo di 2 anni e mezzo andra espresso in
quadrimestri; poiché ogni anno contiene 3 quadrimestri e meta anno corrispon-
de a 1 quadrimestre e mezzo, deduciamo che 2 anni e mezzo corrispondono a
7,5 quadrimestri.

Un tasso di interesse riferito a una frazione di anno viene detto periodale e si indica
con il simbolo i, essendo k il numero di periodi che ci sono in un anno: per esem-
pio, un tasso semestrale si indica con il simbolo i, perché in un anno ci sono 2 seme-
stri, un tasso trimestrale si indica con il simbolo iy perché in un anno ci sono 4 trime-
stri, e cosl via.
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Modi di dire

Il regime di capitalizzazione

semplice € anche detto
regime dell’interesse semplice.

APPROFONDIMENTO
Che cos’é il tasso diinteresse? Chi ne stabilisce il livello?

Il tasso di interesse € un prezzo. In particolare, € il prezzo che deve pagare colui che desi-
dera prendere a prestito del denaro ovvero, visto specularmente, il prezzo che riceve co-
lui che cede il suo denaro ad altri. Sovente ci si riferisce al tasso di interesse chiamandolo
costo del denaro. Non ¢ infrequente leggere sulla stampa (non necessariamente finan-
ziaria) frasi come la seguente: «Oggi la Banca centrale ha alzato il costo del denaro». Che
cosa significa? Sappiamo, ormai, che il costo del denaro altro non e che il tasso di inte-
resse. Non ci resta che capire chi sia la Banca centrale.

Una Banca centrale, in ogni Paese, & una parti-
colare istituzione che agisce, nei confronti di
tutte le altre banche del Paese, cosi come le ban-
che agiscono nei confronti della loro clientela.
Una Banca centrale, dunque, concede prestiti e
riceve denaro dalle singole banche. II livello del
tasso di interesse al quale la Banca centrale con-
cede questi prestiti viene oggi chiamato, nel ca-
so della Banca Centrale Europea (la cui sede €
a Francoforte nell’edificio chiamato Eurotower
- nella foto), tasso di riferimento (un tempo es-
so era chiamato tasso ufficiale di sconto e, pit
oltre nel testo, vedremo perché). Questo tasso e
una sorta di base sulla quale poi si determinano
tutti gli altri tassi sul mercato finanziario (come
vedremo pitl avanti, infatti, i tassi di interesse si
diversificano a seconda delle operazioni finan-
ziarie cui si riferiscono).

2. ll regime di capitalizzazione semplice

M La capitalizzazione semplice

L’insieme delle regole che viene stabilito per eseguire operazioni finanziarie ¢ il regi-
me finanziario in cui si opera. In questo paragrafo illustreremo il pitt semplice regi-
me finanziario, quello della capitalizzazione semplice.

‘ REGIME DI CAPITALIZZAZIONE SEMPLICE
Si dice che si opera in un regime di capitalizzazione semplice quando l'interes-
se I e direttamente proporzionale al capitale C e al tempo t.

In un regime di capitalizzazione semplice, l'interesse I si calcola quindi con la for-
mula:

I =Cit [1.2]
Di conseguenza il montante M sara dato dalla formula:
M =C+I=C+Cit=C(1 +it) [1.3]

Il fattore (1 + it) per cui va moltiplicato il capitale C per ottenere il montante ¢ detto
fattore di capitalizzazione semplice.

Il regime di capitalizzazione semplice si utilizza nella maggior parte dei casi per tempi
di investimento t inferiori all’'unita di tempo assunta (che, come sappiamo, solita-
mente € I'anno); intenderemo applicare questo regime ogni qualvolta parleremo di
«tasso di interesse semplice».
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ESEMPIO Calcolo dell'interesse e del montante

Una societa finanziaria ci paga, per un nostro investimento, il tasso del 5% annuo
semplice. Calcoliamo l'interesse e il montante derivanti da un investimento di
1500 euro per 200 giorni.

Per il calcolo dell'interesse dobbiamo applicare la [1.2], prestando attenzione al fat-
to che il tempo va espresso in anni. Dunque:

200
I=1500 0,05 ——~ 41,67 euro
i s 360
capitale tasso di interesse t
espresso in forma ~ témpo
decimale espresso
in anni

Alla fine del periodo di investimento, dunque, avremo a nostra disposizione un
montante M:

M =1500 + 41,67 = 1541,67 euro

capitale  interesse montante

Le formule [1.2] e [1.3] permettono di risolvere naturalmente anche i problemi inver-
si, in cui sono dati I'interesse e il montante e viene richiesto di determinare il capitale,
il tempo o il tasso di interesse.

ESEMPIO Calcolo del capitale

Un capitale, investito al tasso annuo semplice del 4%, ha prodotto in un mese un
interesse di 20 euro. A quanto ammontava il capitale investito?

1
Basta sostituire nella formula [1.2] i valori noti, i = 4% = 0,04, =20 et = 17 e

risolvere 1’equazione ottenuta nell'incognita C:

20-12

20=C~O,04~L:>20-12:C~O,O4:>C:
= B 12

/ I Tt

t
11 capitale investito era dunque di 6000 euro.

ESEMPIO Calcolo del tempo

Un capitale di 15000 euro, investito per un tempo ¢ al tasso annuo semplice del
4%, ha prodotto un interesse di 220 euro. Per quanto tempo € stato investito il ca-
pitale?

Conosciamo C = 15000 euro, i = 4% = 0,04 e I = 220 euro; sostituiamo questi va-
lori noti nella formula I = Cit e risolviamo 1'equazione ottenuta nell’'incognita t:
220

11 .
220=15000-0,04 - t = 220 = 600t:>tzmzﬁannl

Poiché il tasso € annuo, anche il tempo ¢ da intendersi espresso in anni. Essendo
t < 1, il tempo ¢ inferiore a un anno. Trasformiamolo in mesi e giorni; per trasfor-
marlo in mesi moltiplichiamo per 12:

11
t:%~12=4,4mesi

Per determinare i giorni moltiplichiamo la parte decimale dei mesi per 30:
0,4 -30 = 12 giorni

In definitiva il capitale e stato impiegato per 4 mesi e 12 giorni.

a. Quando si arrotondano
gli importi in euro ci si
limita a due cifre decimali
(le uniche effettivamente
pagabili con le monete in
circolazione). Per esempio,
258,3478 euro verra
arrotondato a 258,35 euro
(in questi contesti talvolta
con abuso

di notazione potrai trovare
il simbolo =, invece di ~,
prima del risultato finale).
b. Se si ha a che fare con
calcoli che implicano,

per ottenere il risultato
finale, 'utilizzo di risultati
intermedi, € bene
arrotondare questi ultimi

a un numero piu elevato di
cifre decimali (meglio
ancora considerare tutte le
cifre che puo riportare la
calcolatrice)

per ridurre la propagazione
degli errori di
approssimazione.
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ESEMPIO Calcolo del tasso di interesse

Se un’operazione finanziaria prevede l'investimento di 1200 euro e il ritiro, dopo
72 giorni, di 1224 euro, a quale tasso di interesse annuo si € investito il denaro, se
il regime di capitalizzazione & semplice?

Conosciamo il capitale C = 1200 euro, il montante M = 1224 euro e il tempo t,

N 72
che (sempre nella convenzione dell’anno commerciale) € uguale a 360 anni. Basta

allora sostituire questi valori noti nella formula [1.3] e risolvere 1’equazione ottenu-

ta rispetto all'incognita i:

72 i
1224 = 1200 (1 + 1«%) 1224 = 1200(1 +§) =
v -

= 1224 = 1200 4 240i = 24 = 240i = i = %: 0,1
Si puo cosi concludere che il capitale e stato investito al tasso di interesse annuo
del 10%.

Le formule [1.2] e [1.3], interpretando il tempo come variabile indipendente, I'interesse
e il montante come variabili dipendenti e supponendo C e i fissati, hanno come grafici
delle semirette (figg. 1.4 e 1.5).

A
/
I=(Ci)t
coefficiente angolare
uguale a Gi
o t t
Figura 1.4 Fissati il capitale C e il tasso Figura 1.5 Fissati il capitale C e il tasso di
diinteresse i, la legge dell’interesse semplice,  interesse /, la legge che esprime il montante
dove l'interesse / € la variabile dipendente M, in regime di interesse semplice, in
e il tempo t ¢ la variabile indipendente, funzione del tempo t (assunto come
€ una legge di proporzionalita diretta variabile indipendente), &€ una legge di tipo
il cui grafico, dovendo essere t > 0, & lineare; il suo grafico, dovendo essere t >0, e
costituito da una semiretta. costituito da una semiretta ed € il

corrispondente del grafico dell’interesse
in fig. 1.4 rispetto a una traslazione di vettore
v(0,0).

B Un’'applicazione: il conto corrente bancario

Un’applicazione di quanto visto poc’anzi si ritrova nel conto corrente bancario. In es-
so le cifre depositate maturano interessi e tuttavia le somme sul conto possono essere
ritirate. Nell'ipotesi che gli interessi vengano pagati alla fine dell’anno solare, vedia-
mo come le banche si organizzano per calcolare gli interessi da corrispondere ai cor-
rentisti.

In tab. 1.1 e riportato l’esempio di un conto corrente aperto il 2 maggio (non im-
porta di che anno) con il versamento di 1000 euro. Dopo il 30 ottobre questo
conto non viene pit movimentato e alla fine dell’anno, al 31 dicembre, la banca
deve calcolare gli interessi maturati. Ipotizziamo che il tasso di interesse annuo
sia del 2%.
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Tabella 1.1 Operazioni su un conto corrente (valori in euro).

Data Operazione Saldo
2/5 1000 1000
10/6 —500 500
20/7 1200 1700
15/8 —800 900
30/10 100 1000

11 saldo iniziale di 1000 euro giace sul conto dal 2 maggio al 10 giugno. Su tale impor-

to, dunque, maturano interessi per 39 giorni e questi ammontano, in euro, a: Attenzione!
I=1000 - 0,02 - 39 ~ 21370 Non stiamo utilizzando
— ——— 365 la convenzione dell’anno

capitale 2%

commerciale bensi i giorni
effettivi, come avviene
nella prassi bancaria.

Sul saldo di 500 euro, invece, maturano interessi per 40 giorni, cui corrispondono in-
teressi pari a:

40
I= 500 -0,02 - ———~1,0959
P 365 !

capitale 2%
e cosl via. Gli altri interessi dei due saldi successivi sono dati da:
26 76

I=1700 - 0,02 - 365 = 2,4219 I'=900 - 0,02 - 365 = 3,7479

L'ultimo saldo resta sul conto corrente sino alla fine dell’anno (dunque sino al 31 di-
cembre), per un totale di 62 giorni:

62
365
11 totale degli interessi da pagare sul conto corrente, dunque, e dato dalla somma di
tutti gli interessi:

2,1370 41,0959 + 2,4219 + 3,7479 + 3,3973 = 12,80
Dalle formule appena presentate si nota che la moltiplicazione per il tasso di interesse
e la divisione per 365 sono comuni a tutti i calcoli. Utilizzando la proprieta distributi-
va della moltiplicazione, allora, si puo dividere 'operazione di conteggio degli inte-
ressi in tre fasi soltanto, come illustrato di seguito.

I'=1000 - 0,02 - ~ 3,3973

1. Si moltiplica ogni saldo per il numero di giorni di permanenza sul conto corrente;
questi prodotti, in gergo bancario, vengono chiamati numeri (creditori e debito-
ri, rispettivamente se il saldo € attivo o passivo).

2. Si sommano tutti i numeri.

3. Si moltiplicano i numeri per il tasso di interesse e li si divide per 365.

In tab. 1.2 sono mostrati i conteggi che vengono effettuati dalla banca nel prospetto
chiamato conto scalare.

Tabella 1.2 Conto scalare: conteggio degli interessi su un conto corrente (valori in euro).

Data Operazione Saldo gg. Numeri (saldo - gg) m

2/5 1000 1000 39 39 000 1l conto corrente non € una
prerogativa bancaria,

10/6 —500 500 40 20 000 poiché il nostro Codice
Civile (agli articoli dal 1823

20/7 1200 1700 26 44 200 al 1833) regola il contratto

di conto corrente tra due

15/8 —800 900 76 68 400 soggetti qualsiasi.
30/10 100 1000 62 62 000
Somma dei numeri 233 600
Interessi < numeri - tasso _ 233600 - 0,02 > 12.80 _ N
365 365 ’ . Esercizi p. 21
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Modi di dire

Il regime di capitalizzazione

composta ¢ anche detto
regime dell’interesse
composto.

3. Il regime di capitalizzazione composta

Sinora hai visto che un capitale investito genera nel tempo un interesse e hai impara-
to a calcolare tale interesse (e dunque il montante prodotto dal capitale) conoscendo
il tasso di interesse applicato. L’esempio tipico che abbiamo fatto per descrivere que-
sta operazione finanziaria e stato quello del conto corrente bancario. Riprendiamo ades-
so tale esempio chiedendoci che cosa accade agli interessi una volta che sono stati
calcolati. Un’opzione possibile sarebbe che la banca pagasse separatamente gli inte-
ressi generati dal capitale depositato sul conto corrente al soggetto titolare del conto,
non appena gli interessi medesimi sono maturati (tipicamente, alla fine dell’anno).
Un’altra opzione, che ¢ quella scelta dalle banche, consiste nell’accreditare gli interes-
si sul conto corrente dov’é il capitale, come se fossero capitale, e far produrre anche a
loro nuovi interessi, a partire dal periodo successivo. La frequenza con cui l'interesse
verra capitalizzato (ossia accreditato e reinvestito) puo variare; la prassi pit consolidata
vuole che l'interesse sia capitalizzato annualmente (in linea con la convenzione di
esprimere il tasso di interesse sempre in termini annuali), ma l'interesse puo essere ca-
pitalizzato anche semestralmente, trimestralmente ecc.

Il regime finanziario in cui gli interessi maturati vengono reinvestiti in modo da ge-
nerare a loro volta interessi € detto di capitalizzazione composta; intenderemo rife-
rirci a questo regime tutte le volte che parleremo di tasso di interesse composto.

B Montante e interesse per tempi interi

Il primo problema di cui ci occupiamo ¢ quello del calcolo del montante e dell’inte-
resse, in un regime di capitalizzazione composta. Consideriamo dunque un capitale C,
investito al tasso di interesse annuo composto i; dopo un anno il montante M sara:

M=C+Ci=C(1+1i)

Quale sara il montante dopo due anni? Dopo un anno, il capitale che produce inte-
ressi non ¢ piu C bensi C(1 + i). Il montante dopo 2 anni sara dunque:
C(1+1)

(1+1) = CA+1i)7?
<
il montante fattore
dopo un anno diviene di capitalizzazione
il nuovo capitale iniziale per un altro anno

M =

Dopo un ulteriore anno (il terzo) avremo come montante:

M’ = C(1+i)? (1+i) = C(1+i)?
g A
il montante fattore

dopo due anni diviene
il nuovo capitale iniziale

di capitalizzazione
per un altro anno

Generalizzando questo procedimento (fig. 1.6) avremo che il montante M generato
da un capitale C investito per t anni al tasso annuo composto i e dato da:

M =C(1+1i) [1.4]

1 fattore (14 )" per cui va moltiplicato il capitale per ottenere il montante & detto
fattore di capitalizzazione composta.

L’interesse generato nello stesso periodo ¢ dato dalla differenza tra il montante e il ca-
pitale iniziale, dunque:

I=C@1+i) - C=C[(1+#-1] [1.5]
c C(1+i) cQ +iy cQ +iy cQ +iy
o e e
0 1 2 3 n tempo

Figura 1.6
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ESEMPIO Montante in regime di inferesse composto

La societa finanziaria Gatto ci propone di darle 1000 euro e ci promette di restituir-
ci, dopo 15 anni, il doppio della somma prestata. La societa Volpe, invece, ci assi-
cura per il prestito che le concediamo, sempre di 1000 euro per la durata di 15 an-
ni, un tasso di interesse annuo composto del 5%. Quale offerta dobbiamo
accettare?

Sappiamo che la societa finanziaria Gatto ci dara 2000 euro dopo 15 anni investen-
do 1000 euro. La societa Volpe, invece, pagando l'interesse annuo composto del
5%, ci darebbe un montante M uguale a:

M = 1000 - (1 + 0,05)" ~ 2078,93 euro

Dobbiamo quindi rifiutare 1'offerta della societa Gatto e accettare 1'offerta della so-
cieta Volpe.

Le formule [1.4] e [1.5] permettono di risolvere naturalmente anche i problemi inver-
si, in cui sono dati I'interesse e il montante e viene richiesto di determinare il capitale,
il tempo o il tasso di interesse. Proponiamo qui un esempio relativo alla ricerca del
tasso, rinviando agli esercizi per esempi relativi ad altri casi.

ESEMPIO Ricerca del tasso

Un capitale di 5000 euro, investito in regime di interesse composto per 3 anni, ha
dato luogo a un montante di 6050 euro. Determiniamo il tasso di interesse cui e
stato investito il capitale.

I dati sono:
C = 5000 euro M = 6050 euro t =3 anni

Sostituendoli nella relazione M = C(1 + i)' otteniamo la seguente equazione nel-
I'incognita i, che risolviamo:

121 121
6050 = 5000(1 +i)* = (1 +1)® = Too == ﬁ/m, 1

Otteniamo cosii ~ 6,56%.

B Montante e interesse per tempi non interi

Sinora abbiamo considerato casi di investimenti effettuati per un numero intero di an-
ni. Ma come deve essere calcolato il montante di un investimento che dura, per esem-
pio, 3 anni e 3 mesi? Ci sono due possibilita, che ora esaminiamo.

1. Il metodo di capitalizzazione mista

Questo metodo (che in linea di principio sarebbe il pit corretto) prevede di adottare
la capitalizzazione composta per i primi tre anni e poi, per i successivi tre mesi, adotta-
re invece la capitalizzazione semplice. In questo caso il montante dopo 3 anni e 3 mesi
sarebbe dato da:

3

M =  ca+i} - 1+i——
. ( .—H) ( +i 12)
montante dopo ——

fattore di capitalizzazione
per gli ulteriori tre mesi in
regime di interesse semplice

tre anni in regime
di interesse composto

Questo tipo di capitalizzazione viene definito capitalizzazione mista, proprio perché
«mescola» nella stessa operazione finanziaria la capitalizzazione composta e quella
semplice.
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In una forma pit generale, il montante generato da un capitale C, investito al tasso di
interesse annuo i, in regime di capitalizzazione mista per n anni e una frazione f di
anno, e espresso dalla formula:

M = C(1 +i)"(1 +if) [1.6]

ESEMPIO Capitalizzazione mista

La somma di 1400 euro viene investita per 8 anni e 8 mesi. Quanto si ottiene alla
scadenza se il tasso di interesse € composto e uguale al 4%, applicando la capita-
lizzazione mista?

In base alla [1.6], poiché 8 mesi sono % di anno (come al solito il tempo deve es-

sere espresso in termini annuali, per uniformarsi al tasso), il montante a scadenza
sara:

M = 1400(1 + 0,04)® (1 +0,04- 18—2> ~ 1967,09 euro

2. Il metodo di capitalizzazione con convenzione esponenziale

La capitalizzazione mista, pur essendo l'approccio pitt corretto da un punto di vista
formale, risulta scomoda ai fini dei calcoli quando si tratta di mettere in pratica le re-
lative operazioni finanziarie.

Per esempio, una volta noti gli importi del capitale e del montante e il tempo di im-
piego del capitale, per trovare il tasso di interesse al quale si ¢ impiegato il capitale ci
si imbatte in equazioni che non e possibile risolvere algebricamente (si pud procedere
solo approssimativamente per via numerica).

Per questo motivo si preferisce di solito adottare la cosiddetta convenzione esponen-
ziale, che consiste nell’applicare la capitalizzazione composta anche per periodi di
tempo che non sono multipli dell’anno. In questo caso il montante generato da un
capitale C, investito al tasso annuo composto i, per n anni e una frazione f di anno,
viene calcolato mediante la formula:

M =C(1+ i)™ [1.7]

ESEMPIO Capitalizzazione esponenziale

La somma di 1400 euro viene investita per 8 anni e 8 mesi. Quanto si ottiene alla
scadenza se il tasso di interesse € composto e uguale al 4%, applicando la conven-
zione esponenziale?

, . 8 . . .
Poiche 8 mesi sono 12 di anno, il montante a scadenza in base alla formula [1.7]
sara:

M = 1400(1 + 0,04)* *T= 1400 (1 + 0,04) ¥~ 1966,76 euro

Confrontando i risultati ottenuti negli ultimi due esempi puoi osservare che, su un
investimento di 1400 euro con un orizzonte temporale compreso tra 8 e 9 anni, l'ap-
prossimazione della [1.6] con la [1.7] ha portato a commettere un errore di soli 33
centesimi (un’approssimazione decisamente buona).

In generale e possibile dimostrare che la formula [1.7] della convenzione esponen-
ziale approssima molto bene la [1.6], per cui il suo utilizzo € pienamente giustificato e
anche noi, salvo avviso contrario, converremo d’ora in avanti di utilizzarla.



Unita T »*¥ Interesse e montante

c(1 +iy

Y

Figura 1.7 Fissati il capitale C e il tasso di Figura 1.8 Confronto tra i montantiin
interesse i, la legge che esprime il montante regime di capitalizzazione composta e

M in regime di interesse composto in semplice, a parita di capitale C e di tasso di
funzione del tempo t (assunto come variabile  interesse j; dai grafici delle due funzioni
indipendente) & una legge di tipo montante si vede che in generale:
esponenziale; il suo grafico, dovendo essere - se t <1, il montante ottenuto in regime di
t > 0, & costituito dalla parte contenuta nel interesse composto & minore del montante
primo quadrante del grafico della funzione ottenuto in regime di interesse semplice;

esponenziale definita dalla legge del

— se t > 1, il montante ottenuto in regime di
montante.

interesse composto & maggiore del montante
ottenuto in regime di interesse semplice.

L’assunzione della convenzione esponenziale ci autorizza inoltre a considerare la va-
riabile ¢ nella formula M = C(1 + i)' come variabile continua.

In tale ipotesi la formula del montante in regime di interesse composto, dove C e i si
immaginano fissati, definisce proprio una funzione esponenziale nella variabile indi-
pendente ¢ (fig. 1.7). Particolarmente interessante ¢ il confronto, illustrato nella dida-
scalia della fig. 1.8, tra il grafico di tale funzione esponenziale e il grafico della funzio-
ne (lineare) che esprime montante in regime di interesse semplice.

4. Tassi equivalenti

B La capitalizzazione frazionata

Fin qui abbiamo considerato casi in cui 'interesse veniva capitalizzato annualmente;
come abbiamo gia detto, tuttavia, la capitalizzazione puo avvenire anche in frazioni
di anno, per esempio ogni semestre oppure ogni trimestre (si parla in tal caso di capi-
talizzazione frazionata).
In questi casi, invece di assegnare il tasso di interesse in forma periodale (ossia gia rife-
rito alla frazione di anno cui si riferisce la capitalizzazione), viene spesso assegnato il
cosiddetto tasso di interesse annuo (nominale) convertibile k volte all’anno. Que-
st'ultimo viene indicato con il simbolo ji e da esso si puo ricavare il corrispondente
tasso periodale ix in base alla relazione:

. Jk

Ik = ?

ESEMPIO

Un tasso annuo del 6% convertibile 3 volte all’anno (ovvero quadrimestralmente)

. . . 6%
corrisponde a un tasso quadrimestrale i3 = —= 2%.

E bene sapere che, nei problemi di capitalizzazione composta, 'espressione «tasso an-
nuo composto convertibile k volte all’anno» viene spesso scritta in forme equivalenti;
per esempio, invece di «tasso annuo composto del 6% convertibile 3 volte all’anno»
puo trovarsi «tasso annuo composto del 6% convertibile quadrimestralmente» oppure
«tasso annuo composto del 6% capitalizzato 3 volte all’anno» oppure ancora «tasso
annuo composto del 6% capitalizzato quadrimestralmente».

Attenzione!

m
©
(0]
=]
.
N,
i°
N
[~]

Nell’espressione «tasso
annuo (nominale)
convertibile k volte
all’anno», abbiamo posto
I'aggettivo «<nominale» tra
parentesi perché viene
Spesso omesso.
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ESEMPIO Capitalizzazione frazionata

Se si investe un capitale di 1500 euro per 2 anni e sei mesi al tasso di interesse an-
nuo composto del 4% capitalizzato trimestralmente, quale montante si ottiene?
Quanto si otterrebbe se il tasso di interesse fosse capitalizzato ogni sei mesi oppure
ogni anno?

e Poiché il tasso di interesse e del 4% capitalizzato ogni trimestre, il tasso di inte-
resse periodale ¢:

4%

iy = =1% in un anno ci sono 4 trimestri
Dobbiamo poi convertire il tempo in frimestri, in modo da conformarci al tasso
periodale: 2 anni e 6 mesi = 2 - 4 4+ 2 = 10 trimestri.

Il montante risulta quindi:

M =1500- (1 + 0,01)10 ~ 1656,93 euro capitalizzazione 4 volte I'anno
e Se la capitalizzazione avviene ogni sei mesi il montante e:

M’ =1500- (1 +0,02)° ~ 1656,12 euro capitalizzazione 2 volte I'anno
¢ Infine, capitalizzando ogni anno si avrebbe:

M" =1500- (1 + 0,04)2’5 ~ 1654,53 euro capitalizzazione 1 volta I'anno

Come mostra I'esempio, piti volte si capitalizza l'interesse e maggiore € il montante che
si ottiene, anche se il periodo di investimento ¢ lo stesso. Dunque, una capitalizzazio-
ne trimestrale all’1%, una capitalizzazione semestrale al 2% e una capitalizzazione an-
nuale al 4% non sono tra loro equivalenti, producendo montanti diversi. Ci si potreb-
be dunque interrogare sulla possibilita, per esempio, di trovare un tasso di interesse
che, capitalizzato quattro volte all’anno, sia equivalente a una capitalizzazione an-
nuale al 4% oppure di trovare un tasso di interesse che, capitalizzato semestralmente,
sia equivalente a una capitalizzazione annuale al 4%. Si tratta del problema della ri-
cerca dei cosiddetti tassi equivalenti.

‘ TASSI EQUIVALENTI
In un dato regime finanziario, due tassi di interesse si dicono equivalenti se, ap-
plicati allo stesso capitale e per lo stesso tempo, producono montanti uguali.

B L'equivalenza dei tassi nei regimi di interesse semplice e composto

Studiamo allora il problema di trovare tassi equivalenti nei due regimi di interesse
che abbiamo studiato, semplice e composto.

1. Regime di interesse semplice

Poiché in questo regime gli interessi non generano interessi, non c’é differenza se gli
interessi vengono frazionati nel corso dell’anno o pagati in una unica soluzione alla
fine dell’anno; in questo caso quindi il tasso di interesse periodale iy equivalente al

. R i
tasso annuo i non e altro che X
2. Regime di interesse composto
I due tassi di interesse iy e i sono equivalenti se danno lo stesso montante alla fine di
uno stesso periodo di investimento. Per determinare la relazione che esprime 1'equi-
valenza tra iy e i, consideriamo un periodo di investimento di 1 anno. Investendo un
capitale C per un anno al tasso i si ottiene un montante uguale a:

C-(1+1)

mentre, investendo il capitale per k frazioni di anno al tasso i si ottiene:

C-(1+i)*
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Se ne conclude che i tassi i e iy sono equivalenti se vale la relazione:
14+i=(1+i)

Risolvendo questa equazione rispetto prima a ix e poi a i, otteniamo che:
e datoil tasso di interesse annuo i, ’equivalente tasso periodale iy ¢ dato dalla formula:

k=v1+i-1 [1.8]
e dato il tasso periodale i, I'equivalente tasso annuo i ¢ dato dalla formula:

i=(1+i)-1 [1.9]

ESEMPIO Tassi equivalenti

La Societa Gatto offre un tasso di interesse annuo composto del 5%. La Societa
Volpe, invece, offre un tasso di interesse semestrale composto del 2,49%. Presso
quale delle due societa conviene investire il proprio denaro?

I due tassi di interesse si riferiscono a periodi di tempo diversi. Per poter fare il con-
fronto, allora, occorre effettuare una delle due operazioni seguenti:

a. trovare il tasso semestrale equivalente al 5% annuo, oppure:

b. trovare il tasso annuo equivalente al 2,49% semestrale.

1° modo
Se il tasso annuo & i = 0,05, il tasso semestrale i, equivalente ¢:

ip=v14+i—-1=+/1+0,05-1~0,0247 = 2,47%

che ¢ minore del 2,49% offerto dalla Societa Volpe; conviene dunque scegliere 1'in-
vestimento presso quest’ultima.

2° modo
Se il tasso semestrale € i, = 2,49% = 0,0249, il tasso annuo equivalente i &:

i=(141i)*—1=(1+0,0249)>~1 ~ 0,0504 = 5,04%

che é piu elevato del tasso di interesse del 5% che offre la Societa Gatto. La scelta
migliore ¢ dunque quella della Societa Volpe, come gia dedotto confrontando i tas-
si semestrali.

Concludiamo con due osservazioni.

a. Il tasso di interesse annuo i equivalente al tasso di interesse periodale iy capitalizza-
to k volte all'anno ¢ anche detto tasso annuo effettivo (indicato spesso con la sigla
TAE) mentre il tasso di interesse annuo convertibile k volte ’anno, jx = ki, € detto
tasso annuo nominale (indicato con la sigla TAN).

b. 11 calcolo di tassi equivalenti € utile nei problemi di capitalizzazione frazionata, in
cui viene assegnato il tasso di interesse annuo (effettivo) i: mediante la [1.8] si puo
calcolare il tasso periodale equivalente, in modo da conformare il tasso di interesse
al periodo di capitalizzazione. Ti proporremo alcuni esempi di questo tipo negli
esercizi.

MATEMATICA NELLA REALTA

Il rendimento dei BOT

Un’applicazione di quanto hai appreso in questa Unita si puo ritrovare nei dati delle
emissioni dei Buoni Ordinari del Tesoro (BOT) effettuate dal Dipartimento del Tesoro.
Nella seguente tabella sono riportati i dati di tre emissioni di BOT a 3, a 6 e a 12 mesi (i
dati sono tratti dal sito del Dipartimento del Tesoro: www.dt.tesoro.it). Nella tabella sono
indicati in grassetto i dati che ci interessano per le nostre applicazioni.

Attenzione!

Quando scriveremo
sbrigativamente «tasso
annuo», intenderemo
«tasso annuo effettivo»,
mentre specificheremo
sempre quando
intenderemo riferirci a un
tasso annuo (nominale)
convertibile.

. Esercizi p. 33
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BOT a 3 mesi BOT a 6 mesi BOT a 12 mesi
Codice titolo/tranche IT0O004081805/1 IT0004086242/01 IT0004096423
Scadenza 15/09/2006 31/01/2007 15/08/2007
Durata in giorni 92 184 365
Data asta 12/06/2006 26/07/2006 10/08/2006
Data regolamento 15/06/2006 31/07/2006 15/08/2006
Quantita offerta (*) 3000 8750 6000
Quantita richiesta (*) 6972 16 049 14 345
Quantita assegnata (*) 3000 8750 6000
Rendimento composto lordo (**) 2,852% 3,194% 3,446%
Rendimento semplice lordo (**) 2,822% 3,169% -
Prezzo medio ponderato 99,284 98,406 96,623
Prezzo massimo 99,289 98,409 96,633
Prezzo minimo 99,282 98,404 96,621
Prezzo esclusione 99,034 97,914 95,688
Riparto riferimento fiscale 99,284 98,406 96,623
Riparto % prezzo minimo 37,761 28,545 12,284

(*) Importi in milioni di euro (**) Base annua 360 giorni

Commentiamo brevemente le varie voci che si trovano nei prospetti del Ministero.

Codice titolo/tranche: si tratta del codice con cui il titolo viene identificato sui mercati
finanziari internazionali; le prime due lettere si riferiscono alla nazione che ha emesso
il titolo (nel nostro caso 1'Italia).

Scadenza: é la data alla quale verranno rimborsati 100 euro per ogni BOT acquistato.

Durata in giorni: nella nostra notazione si tratta di t, — t;, cioé della differenza tra la da-
ta in cui si paga il prezzo di acquisto del BOT e la data in cui si riceve il rimborso (pari
a 100).

Data asta e Data regolamento: i BOT, cosi come gli altri titoli del debito pubblico, sono
emessi mediante un’asta nella quale chi offre di piu é il primo a vedere soddisfatte le
sue richieste (il meccanismo preciso con cui vengono attribuiti i titoli & particolar-
mente articolato e non é il caso di descriverlo dettagliatamente qui). L’asta precede
di qualche giorno la data in cui i titoli iniziano a maturare interessi (la data di regola-
mento).

Quantita offerta, richiesta e assegnata (dati in milioni di euro): si tratta, rispettivamente,
della quantita di titoli che il Tesoro ha deciso di emettere, della quantita di titoli che
gli operatori economici partecipanti all’asta hanno richiesto e della quantita che é sta-
ta effettivamente assegnata (quest’ultima, se le richieste sono maggiori delle offerte,
come nel caso mostrato in tabella, deve necessariamente coincidere con la quantita of-
ferta).

Prezzo medio ponderato, massimo, minimo, esclusione, Riparto riferimento fiscale, Riparto %
prezzo minimo: le offerte dei partecipanti all’asta vengono soddisfatte in ordine decre-
scente di prezzo. Chi ha offerto di pitt viene soddisfatto per primo. Se avanzano dei ti-
toli (come in genere accade, perché ogni partecipante richiede importi di titoli ben in-
feriori al totale dell’emissione) viene soddisfatto colui che ha offerto il secondo prezzo
migliore, e cosi via. In questo modo il prezzo massimo ¢ quello offerto da colui che ¢
stato soddisfatto per primo, il prezzo minimo ¢ quello offerto da colui che e stato sod-
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disfatto per ultimo mentre il prezzo di esclusione é quello offerto dal primo operatore la
cui richiesta non e stata soddisfatta (neppure parzialmente). Puo accadere, e in genere ac-
cade, che la richiesta dell'ultimo operatore a essere soddisfatto rimanga, in parte, inevasa.
Il riparto % prezzo minimo ci dice quanta di questa domanda é stata soddisfatta. Il prezzo
di riferimento fiscale & quello su cui si calcolano le ritenute (i rendimenti dei titoli di Sta-
to, infatti, sono soggetti a ritenuta fiscale) e coincide, in genere, con il prezzo medio pon-
derato. Quest’ultimo & dato dalla media dei prezzi offerti da tutti coloro la cui domanda e
stata soddisfatta (ponderata per le quantita richieste).

e Rendimento semplice lordo (base di calcolo 360 giorni): la convenzione vuole che la ba-
se per il calcolo dell'interesse sui BOT sia di 360 giorni. Nel caso del BOT trimestrale,
per esempio, che viene emesso il 15/6/2006 e scade il 15/9/2006 (per un totale di 92
giorni), il tasso di interesse (in capitalizzazione semplice) viene calcolato usando la
formula:

. 92
99,284 . (1 +1- %) =100
da cui si ottiene:

. 100 —99,284 360
99,284 92

=0,02822

che e appunto quanto riportato in tabella. Nel caso del BOT a sei mesi si ottiene:

, 184
98,406 - (1+1~ 360) =100
da cui si ottiene:

. 100 — 98,406 360
~ 98,406 184

=0,03169

che, ancora una volta, coincide con il tasso riportato in tabella. Infine, nel caso del
BOT annuale, il rendimento semplice non viene calcolato perché, lo sappiamo gia, per
i periodi di tempo pari all’anno o superiori si utilizza solo la capitalizzazione compo-
sta. Il rendimento, infine, viene definito «lordo» perché vi si devono ancora sottrarre
le ritenute fiscali.

e Rendimento composto lordo (base di calcolo 360 giorni): i calcoli sono gli stessi effettuati
nel punto precedente ma, questa volta, si utilizza la convenzione esponenziale. Per il
BOT a tre mesi, dunque, si ha:

99,284 - (1 + i)¥= 100

da cui si ottiene:

360
. 100 1\

che ¢ il dato riportato in tabella.

Per il BOT a sei mesi la formula da applicare e: 98,406 - (1 + i) %= 100

360

100 ) " 1-0,03194

98,406

che puo essere invertita: i = <

Nel caso del BOT annuale, infine, si deve usare la formula:

360

365 1 365
96,623 - (1 + )% = 100 da cui si ricava: i = (&> —1=0,03446

96,623

che, ancora una volta, coincide con il dato riportato in tabella. Anche tutti questi ren-
dimenti vengono definiti «lordi» perché bisogna ancora sottrarvi la ritenuta fiscale.
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Parole chiave

Termini tratti dal glossario e speakerati
Capitale (Principal)

Capitalizzazione composta (Compound interest)
Capitalizzazione mista (Mixed interest)
Capitalizzazione semplice (Simple interest)
Interesse (Interest)

Montante (Future value [or maturity value])
Tassi equivalenti (Equivalent interest rates)
Tasso convertibile (Nominal rate of interest per unit time)
Tasso d’interesse (Interest rate)

Tasso periodale (Effective period interest rate)

Formule e proprieta importanti

Regime di interesse Montante Interesse
Semplice M=C(1 +it) I = Cit
Composto M=C+it I=C[1+) =1]

Tassi equivalenti (in regime di capitalizzazione composta)

Dato il tasso di interesse annuo i, I’equivalente tasso periodale i, ¢ dato dalla formula:
ik=vV1+i-1

Dato il tasso periodale iy, ’equivalente tasso annuo i ¢ dato dalla formula:

i=(1+i)k-1



Esercizi

Unita

1. Introduzione alla matematica finanziaria

1 =

»»» Teoriap. 2

Rappresentare gli importi di denaro nel tempo

BB Vero o falso?

a o o p

| 2 WESERCIZIO SVOLTO|

. sull’asse temporale non si possono rappresentare, contemporaneamente, debiti e crediti
. ogni operazione finanziaria puo essere rappresentata su un asse temporale
. sull’asse temporale non si possono rappresentare importi diversi che sono disponibili nella stessa data

. sull’asse temporale le date future sono, in genere, rappresentate verso sinistra

K E ElE
E & & E

[1 affermazione vera e 3 false]

Rappresentiamo sull’asse temporale un credito di 1200 euro che si puo riscuotere fra 3 mesi e un debito di 1000 eu-

ro da pagare fra 5 mesi.

Le date rilevanti, in questo caso, sono tre: la data attuale (che chiamiamo «oggi») e i due momenti futuri, che corrispon-
dono a 3 mesi da oggi e a 5 mesi da oggi. Inserendo sull’asse temporale queste tre date e gli importi in corrispondenza

delle ultime due, si ottiene quanto riportato in figura.

1200

-1000

Oggi Oggi
+ 3 mesi

BEB Rappresenta, sull’asse temporale, gli importi di
1200 euro, 800 euro e 1500 euro disponibili, rispettiva-
mente, il 3/7, i1 10/5 e il 2/6 dello stesso anno.

B Devo pagare 700 euro il 20 agosto e ho il diritto di
incassare 1300 euro il 10 settembre. Rappresenta questa
situazione sull’asse temporale.

Bl Alla data 15/7 ho diritto di riscuotere 1200 euro e
devo pagare 900 euro. Rappresenta questa situazione sul-
I'asse temporale.

Interesse, montante e tasso di interesse

Oggi tempo
+ 5 mesi

A 1n data 10/4 acquisto un titolo sul mercato finanzia-
rio pagando 2000 euro. Questo titolo mi da un flusso di
cassa positivo di 10 euro (che si chiama cedola) ogni mese
per quattro mesi. Il quarto mese, poi, mi vengono rim-
borsati i 2000 euro che avevo speso. Rappresenta questa
situazione sull’asse temporale.

A Acquisto un’auto a rate. Pago 3000 euro al mese, a
partire dal giorno 3/5, per 5 mesi. Rappresenta questa si-
tuazione sull’asse temporale.

IEl Vero o falso?

a. 1000 euro disponibili oggi hanno lo stesso valore di 1000 euro disponibili tra un anno
b. se prendo denaro a prestito, alla fine devo restituire solo I'importo che mi € stato prestato vl [Fl
c. gli interessi maturati su un capitale dipendono dal periodo di tempo per cui il capitale e stato investito
d. gli interessi maturati su un capitale non dipendono dal capitale investito vl [F

KB Vero o falso?

a. il montante ¢ sempre minore del capitale
b. l'interesse € sempre maggiore del capitale
c. il montante ¢ la somma di capitale e interesse
d. capitali impiegati per periodi pit lunghi producono interessi maggiori vl [F

[1 affermazione vera e 3 false

—

[2 affermazioni vere e 2 false]
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m Vero o falso?

|

a. per ottenere il montante occorre sommare al capitale il fattore di montante [E.
b. l'interesse dipende solo dalla data finale dell'investimento ma non dalla durata dell’investimento [F
c. il montante e il capitale sono tra loro collegati attraverso il tasso di interesse [F
d. dato uno stesso capitale, investito per uno stesso periodo, il tasso di interesse ¢ tanto maggiore

quanto maggiore ¢ l'interesse vl [F

[2 affermazioni vere e 2 false]

m Vero o falso?
a. quando si esprime un tasso di interesse in percentuale anziché in numero decimale,
il montante di un investimento cambia
b. il tasso in percentuale e quello decimale misurano operazioni diverse
c. si puo esprimere un tasso in percentuale indipendentemente dal periodo cui esso si riferisce
d. un tasso di interesse espresso in percentuale si puo sempre ricondurre a un tasso
decimale (e viceversa) [F
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[2 affermazioni vere e 2 false]

EEA inserisci i simboli opportuni (+, —, =) al posto dei puntini in modo da ottenere delle uguaglianze corrette:

a. M..C..I b. C.M...I c. I.M..C dM..I.C

EE) Completa le seguenti uguaglianze:

2% =..; ...=0,03; 1,5% =..; ..=0,12

EZ3 sapendo che 3% — 1,5% = 150 punti base, calcola le seguenti differenze in termini di punti base.
a. 1% - 0,5% = ... b. 2% — 1% = ... c. 3,25% —1,5% = ... d. 4% — 3,7% = ...

[a. 50; b. 100; c. 175; d. 30]

EE Completa la seguente tabella seguendo l'esempio della seconda riga.

Tasso percentuale Tasso decimale Punti base
1% 0,01 100

2,5% e

..... 0,0325
.......... 370

Le unita di misura del tempo

Risolvi i seguenti esercizi, utilizzando la convenzione dell’anno commerciale.

B Riscrivi in termini di anni: B Riscrivi in termini di mesi:

a. 1 giorno = ... anni a. 3 giorni = ... mesi
b. 180 giorni = ... anni b. 120 giorni = ... mesi
c. 20 settimane = ... anni c. 25 settimane = ... mesi
. . 1 1 7 2
d. 8 mesi = ... anni a.——b.—c.—d = d. 2 anni = ... mesi
360" 2 18" 3 ol e 35 4
g bree i d
EEA Riscrivi in termini di anni:

a. 5 giorni = ... anni KX Riscrivi in termini di semestri:
b. 6 mesi = ... anni a. 1 giorno = ... semestri
C. 8 settimane = ... anni b. 180 giorni = ... semestri
d. 5 mesie 15 giomi = ... anni c. 20 settimane = ... semestri
e. 3 anni, 2 mesi e 20 giorni = ... anni d. 8 mesi — . semestri

oLl 7129 ' o A b 1 c gt

727 T2 4S5 TR 9 180" TV T 9T 3
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m Riscrivi in termini di trimestri: m Riscrivi in termini di quadrimestri:
a. 6 giorni = ... trimestri a. 18 giorni = ... quadrimestri
b. 150 giorni = ... trimestri b. 125 giorni = ... quadrimestri
c. 25 settimane = ... trimestri c. 68 settimane = ... quadrimestri
d. 2 anni, 3 mesi e 10 giorni = ... trimestri d. 5 anni, 8 mesi, 10 giorni = ... quadrimestri
1 S 35 82 3 25 119 205
a. 157 b. 37 C. 18’ d. 9 a. 20" b. 24’ C. 30 d. 12
2. ll regime di capitalizzazione semplice $») Teoriap. 6

Esercizi preliminari

Test

EZ1 Un capitale di 1500 euro, investito in regime di capitalizzazione semplice al tasso annuo del 4%, produce in un an-
no un interesse uguale a:

[A] 40 euro [C] 60 euro

50 euro [D] 70 euro

EX) Un capitale di 1800 euro, investito in regime di capitalizzazione semplice al tasso annuo del 3%, produce in un an-
no un montante uguale a:

1848 euro 1859 euro

[B] 1854 euro [D] 1864 euro

EZ3 Un capitale di 2700 euro, investito in regime di capitalizzazione semplice al tasso annuo del 5%, produce in 8 mesi
un montante uguale a:

2760 euro 2790 euro
2765 euro [D] 2795 euro

B Un capitale di 3000 euro, investito in regime di capitalizzazione semplice al tasso annuo del 3,5%, produce un inte-
resse di 26,25 euro. Per quanto tempo € stato investito il capitale?

[A] 3 mesi [C] 5 mesi
4 mesi [D] 6 mesi

B3 11 sig. Gatto investe un certo capitale a un certo tasso. Il sig. Volpe investe meta del capitale a un tasso di interesse
doppio. Sapendo che il regime di capitalizzazione ¢ semplice e i loro investimenti hanno la stessa durata, quale dei due ri-
ceve un interesse maggiore?

1l sig. Gatto Gli interessi sono uguali

11 sig. Volpe [D] I dati sono insufficienti per stabilirlo

EBZA 1isig. Gatto investe un certo capitale a un certo tasso. Il sig. Volpe investe meta di quel capitale a un tasso di interes-
se doppio. Sapendo che il regime di capitalizzazione € semplice e i loro investimenti hanno la stessa durata, quale dei
due riceve il montante maggiore?

[A] 11 sig. Gatto Gli interessi sono uguali

11 sig. Volpe [D] I dati sono insufficienti per stabilirlo

EZ) 1sigg. Gatto e Volpe investono lo stesso capitale allo stesso tasso. Il sig. Gatto, tuttavia, investe per un periodo di
tempo doppio rispetto a quello del sig. Volpe. Sapendo che il regime di capitalizzazione ¢ semplice, il sig. Gatto riceve un
montante maggiore, uguale o minore del doppio del montante del sig. Volpe?

Maggiore Minore

[B] Uguale [D] I dati sono insufficienti per stabilirlo
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m Vero o falso?
In regime di capitalizzazione semplice:

a. il grafico della funzione che esprime il montante M in funzione del tempo ¢, dati il capitale C e il tasso

di interesse i, € una retta passante per l’origine

b. la funzione che esprime l'interesse I in funzione del tempo t, dati il capitale C e il tasso di interesse i,

é di proporzionalita diretta

=

V]

=

c. il grafico della funzione che esprime il montante M in funzione del tempo, dati il capitale C

e il tasso di interesse 7, passa per il punto di coordinate (C, 0)

=

d. il grafico della funzione che esprime il montante M in funzione del tempo, dati il capitale C e il tasso di

interesse i, € una semiretta parallela al grafico della funzione che esprime l'interesse I in funzione del tempo [v]

-

e. la funzione che esprime il capitale C in funzione del tempo t, dati il montante M e il tasso

di interesse i, ¢ di proporzionalita inversa

Problemi

[2 affermazioni vere e 3 false]

al

RICERCA DELL'INTERESSE E DEL MONTANTE

30 WESERCIZIO SVOLTO,

Un capitale di 20 000 euro viene investito al tasso annuo semplice del 5% per 4 anni, 2 mesi e 25 giorni. Determina

I’interesse e il montante.

Osserva che:
i=5%=0,05
Dunque:

I = Cit = 20000 0,05 - % ~ 4236,11 euro

M =C+1=20000 +4236,11 = 24236,11 euro

EIl Un capitale di 35000 euro viene investito al tasso
annuo semplice del 4,5% per 3 anni. Determina l'interes-
se e il montante. [I = 4725 euro; M = 39 725 euro]

EZJ Un capitale di 10000 euro viene investito al tasso
annuo semplice del 5,5% per 2 anni. Determina l'interes-
se e il montante. [ = 1100 euro; M = 11 100 euro]

EE) Un capitale di 23 500 euro viene investito al tasso
annuo semplice del 3,75% per 4 anni. Determina l'inte-

resse e il montante. [I = 3525 euro; M = 27 025 euro]

RICERCA DEL CAPITALE INIZIALE

| 37 ESERCIZIO GUIDATO

t = 4 anni, 2 mesi e 25 giorni = (4 + 2 2 ) = s

12 T 360

T anni

EZ} Un capitale di 15000 euro viene investito al tasso
annuo semplice del 6% per 5 anni, 2 mesi e 20 giorni. De-
termina l'interesse e il montante.

[I = 4700 euro; M = 19 700 euro]

ES Un capitale di 20500 euro viene investito al tasso
annuo semplice del 5,25% per 3 anni, 4 mesi e 15 giorni.
Determina l'interesse e il montante.

[I =3632,34 euro; M = 24 132,34 euro]
E Un capitale di 12500 euro viene investito al tasso
annuo semplice del 4% per 2 anni, 8 mesi e 25 giorni. De-
termina l'interesse e il montante.

[I = 1368,06 euro; M = 13 868,06 euro]

Un capitale, investito al tasso di interesse annuo semplice del 4,35% per 2 anni, 5 mesi e 10 giorni, ha generato un
montante di 25 000 euro. Determina il capitale iniziale e I'interesse.

e Osserva che:

i=4,35% = 0,0435

[22 597,17 euro; 2402,83 euro]



EJ Un capitale, investito al tasso di interesse annuo
semplice del 4,25% per 3 anni, ha generato un interesse
di 3750 euro. Qual era il capitale iniziale?

[29 411,76 euro]

EJ uUn capitale, investito al tasso di interesse annuo
semplice del 3,5% per 2 anni, ha generato un interesse
di 2500 euro. Qual era il capitale iniziale?

[35714,29 euro]

ET] Un capitale, investito al tasso di interesse annuo
semplice del 4,5% per 4 anni, 4 mesi e 10 giorni, ha gene-
rato un interesse di 5000 euro. Qual era il capitale inizia-
le? [25477,71 euro]

I un capitale, investito al tasso di interesse annuo
semplice del 5,25% per 3 anni, 6 mesi e 12 giorni, ha ge-
nerato un interesse di 6750 euro. Qual era il capitale ini-
ziale? [36388,14 euro]

RICERCA DEL TASSO

[ 46 [WESERCIZIO GUIDATO

Unita T »*¥ Interesse e montante

EF3 Un capitale, investito al tasso di interesse annuo
semplice del 3,35% per 4 anni, ha generato un montante
di 20000 euro. Determina il capitale iniziale e I'interesse.

[17 636,68 euro; 2363,32 euro]

E] Un capitale, investito al tasso di interesse annuo
semplice del 6,25% per 3 anni, ha generato un montante
di 15000 euro. Determina il capitale iniziale e I'interesse.

[12 631,58 euro; 2368,42 euro]

3 Un capitale, investito al tasso di interesse annuo
semplice del 7,15% per 2 anni, 8 mesi e 18 giorni, ha ge-
nerato un montante di 35000 euro. Determina il capitale
iniziale e l'interesse. [29 307,30 euro; 5692,70 euro]

I3 un capitale, investito al tasso di interesse annuo
semplice del 3,25% per 4 anni, 4 mesi e 20 giorni, ha ge-
nerato un montante di 17 500 euro. Determina il capitale

iniziale e l'interesse. [15315,42 euro; 2184,58 euro]

Un capitale di 20 000 euro, investito per 3 anni in regime di interesse semplice, ha prodotto un montante di 22 700

euro. Trova il tasso di interesse i.

1° modo

Sostituisci nella formula M = C(1 + it) i valori noti di C, M e t e risolvi ’equazione ottenuta rispetto all’incognita i:

22700=20000(1+i-3)=i=..=..%
2° modo
Determina anzitutto l'interesse I = M — C = ... Ora dalla formula I = Cit puoi ricavare che:
I ..
= — e —— 0,
== [4,5%]

EZ3 Un capitale di 50 000 euro, investito in regime di in-
teresse semplice per 2 anni, ha prodotto un montante di
54 250 euro. Determina il tasso di interesse annuo per-

centuale. [4,25%]

X1 Un capitale di 18 000 euro, investito in regime di in-
teresse semplice per 3 anni, ha prodotto un montante di
21321 euro. Determina il tasso di interesse annuo per-
centuale. [6,15%]

Tl Un capitale di 8000 euro, investito in regime di in-
teresse semplice per 4 anni, 6 mesi e 10 giorni, ha prodot-
to un montante di 9068,56 euro. Determina il tasso di in-
teresse annuo percentuale. [2,95%)]

] Un capitale di 60 000 euro, investito in regime di in-
teresse semplice per 3 anni, 3 mesi e 15 giorni, ha prodot-
to un montante di 67 603,75 euro. Determina il tasso di
interesse annuo percentuale. [3,85%)]

B8 Un capitale di 45 000 euro, investito in regime di in-
teresse semplice per 2 anni, ha prodotto un montante di
49 050 euro. Determina il tasso di interesse annuo per-

centuale. [4,5%]

EE1 Un capitale di 24 500 euro, investito in regime di in-
teresse semplice per 4 anni, ha prodotto un montante di
30625 euro. Determina il tasso di interesse annuo per-
centuale. [6,25%)]

E51 Un capitale di 35 750 euro, investito in regime di in-
teresse semplice per 3 anni, 4 mesi e 25 giorni, ha prodot-
to un montante di 42 379,89 euro. Determina il tasso di
interesse annuo percentuale. [5,45%]|

23 Un capitale di 25 550 euro, investito in regime di in-
teresse semplice per 5 anni, 2 mesi e 15 giorni, ha prodot-
to un montante di 31870,96 euro. Determina il tasso di
interesse annuo percentuale. [4,75%]

m
(%2]
m
e
o
=]




N
O
o
m
n
[SF]

Tema A »*» Matematica finanziaria
RICERCA DEL TEMPO
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Un capitale di 12 500 euro, investito al tasso annuo semplice del 3,75%, ha generato un montante di 13 606,77 eu-
ro. Determina per quanto tempo il capitale é stato investito.

1° modo

Sostituisci nella formula M = C(1 + it) i valori noti di C, M e di i e risolvi I'equazione ottenuta rispetto all'incognita t:

13606,77 =12500 (1 + ... t) = t ~ 2,36111

Ora devi trasformare il numero decimale (che esprime una misura in anni) in anni, mesi e giorni:

e La parte intera rappresenta il numero di anni = 2 anni

e Rimangono 2,36111 — 2 = 0,36111 anni, che corrispondono a:

0,36111 - 12 = 4,33332 mesi = 4 mesi

e Rimangono (4,33332 — 4) = 0,33332 mesi, che corrispondono a:

0,33332 - 30 = 9,9996 giorni = 10 giorni

2° modo

Arrotondando a un numero intero

Determina anzitutto l'interesse I = M — C = ... Ora dalla formula I = Cit puoi ricavare che:

Devi poi procedere come nel caso precedente per la trasformazione del tempo in anni, mesi e giorni.

3 Un capitale di 25 000 euro, investito al tasso di inte-
resse semplice del 5,15%, genera un montante di
28 862,50 euro. Per quanto tempo ¢ stato investito il capi-
tale? [3 anni]

IE4 Un capitale di 7500 euro, investito al tasso di inte-
resse semplice del 4,25%, genera un montante di 8775
euro. Per quanto tempo é stato investito il capitale?

[4 anni]

EJ Un capitale di 70 000 euro, investito al tasso di inte-
resse semplice del 3,85%, genera un montante di
76 887,22 euro. Per quanto tempo ¢ stato investito il capi-
tale? [2 anni, 6 mesi e 20 giorni]

E3 Un capitale di 35000 euro, investito al tasso di inte-
resse semplice del 6,05%, genera un montante di
43 205,31 euro. Per quanto tempo € stato investito il capi-
tale? [3 anni, 10 mesi e 15 giorni]

PROBLEMI CON TASSI RIFERITI A FRAZIONI DI ANNO

| 64 [WESERCIZIO GUIDATO

[2 anni, 4 mesi e 10 giorni]

IT3 Un capitale di 27 500 euro, investito al tasso di inte-
resse semplice del 4,65%, genera un montante di 32615
euro. Per quanto tempo é stato investito il capitale?

[4 anni]

I3l Un capitale di 4500 euro, investito al tasso di inte-
resse semplice del 3,75%, genera un montante di 5006,25
euro. Per quanto tempo é stato investito il capitale?

[3 anni]

IZA Un capitale di 30000 euro, investito al tasso di inte-
resse semplice del 5,1%, genera un montante di
35142,50 euro. Per quanto tempo ¢ stato investito il capi-
tale? [3 anni, 4 mesi e 10 giorni]

IE] Un capitale di 55 500 euro, investito al tasso di inte-
resse semplice del 4,15%, genera un montante di
61 769,96 euro. Per quanto tempo é stato investito il capi-
tale? [2 anni, 8 mesi e 20 giorni]

Un capitale di 35 000 euro viene investito per 1 anno, 3 mesi e 10 giorni al tasso bimestrale semplice del 1,35%. De-

termina l'interesse e il montante.

e Devi anzitutto esprimere il tempo in bimestri: 1 anno, 3 mesi e 10 giorni corrispondono a:

3 10, . . 23 . .
(6 + > + E) bimestri = = bimestri

e A questo punto puoi procedere con le ordinarie formule, in cui il tasso € bimestrale.

[3622,50 euro; 38 622,50 euro]



IE Un capitale di 45000 euro viene investito per 1 an-
no, 6 mesi e 25 giorni a un tasso di interesse quadrime-
strale semplice del 2%. Determina l'interesse e il montan-
te. [I =4237,50 euro; M = 49 237,50 euro]

T3 Un capitale di 25000 euro viene investito per 2 an-
ni, 4 mesi e 25 giorni a un tasso di interesse bimestrale
dell’1,25%. Determina l'interesse e il montante.

[I = 4505,21 euro; M = 29 505,21 euro]

IZA Un capitale di 9000 euro viene investito per 3 anni,
2 mesi e 15 giorni a un tasso di interesse trimestrale sem-
plice del 2%. Determina l'interesse e il montante.

[I = 2310 euro; M = 11 310 euro]

X3 Un capitale, investito per 1 anno, 6 mesi e 20 giorni
al tasso di interesse semestrale semplice del 3,5%, genera
un interesse di 1650 euro. Determina il capitale e il mon-
tante. [C=15153,06 euro; M = 16 803,06 euro]

IZ3 Un capitale, investito per 4 anni al tasso di interesse
mensile semplice dello 0,5%, genera un interesse di 6250
euro. Determina il capitale e il montante.

[C=26041,67 euro; M = 32291,67 euro]

EZY Un capitale, investito per 2 anni, 5 mesi e 15 giorni al
tasso quadrimestrale semplice dell’1,8%, genera un mon-
tante di 61 500 euro. Determina il capitale investito e 1'in-
teresse generato. [C = 54292,65 euro; I = 7207,35 euro]

EAB Un capitale, investito per 3 anni, 6 mesi e 25 giorni al
tasso bimestrale semplice dell’1,05%, genera un montante
di 9250 euro. Determina il capitale investito e l'interesse
generato. [C =7551,79 euro; I = 1698,21 euro]

EZ1 Un capitale di 42 500 euro, investito per 1 anno, 7
mesi e 20 giorni, in regime di interesse semplice, genera
un montante di 47 654,31 euro. Determina il tasso di in-
teresse trimestrale. [1,85%]

Unita T »»?» Interesse e montante

EE] Un capitale di 56 500 euro, investito per 2 anni, 3
mesi e 10 giorni, in regime di interesse semplice, genera
un montante di 63 578,19 euro. Determina il tasso di in-
teresse semestrale. [2,75%)]

EZ¥ Investendo un capitale di 34 000 euro per 11 mesi e
15 giorni in regime di interesse semplice si ottiene un
montante di 35 368,50 euro. Determina il tasso di interes-
se mensile che e stato applicato. [0,35%)]

EA nvestendo un capitale di 23 000 euro per 3 anni, 5
mesi e 16 giorni in regime di interesse semplice si genera
un montante di 28 134, 56 euro. Determina il tasso di in-
teresse quadrimestrale applicato. [2,15%)]

EZ3 Investendo un capitale di 75000 euro al tasso di
interesse semplice bimestrale dell’1,55% si ottiene un
montante di 86334,38 euro. Determina per quanto
tempo e stato investito il capitale.

[1 anno, 7 mesi e 15 giorni]

EZ3 1nvestendo un capitale di 8500 euro al tasso di
interesse semplice trimestrale dell’l,75% si ottiene un
montante di 10169,31 euro. Determina per quanto
tempo e stato investito il capitale.

[2 anni, 9 mesi e 20 giorni]

EZJ Investendo un capitale di 13500 euro al tasso di
interesse semestrale semplice del 2,55% si ottiene un
montante di 14 695,31 euro. Determina per quanto
tempo e stato investito il capitale.

[1 anno, 8 mesi e 25 giorni]

EZ3 investendo un capitale di 17 750 euro al tasso di in-
teresse mensile semplice dello 0,45% si ottiene un mon-
tante di 18189, 31 euro. Determina per quanto tempo ¢
stato investito il capitale. [S mesi e 15 giorni]

B Esercizi riassuntivi: la capitalizzazione semplice

EXJ Una persona ha depositato 4 anni fa il capitale di 40 000 euro al tasso di interesse annuo semplice del 5,25%; 2 anni
fa ha poi depositato altri 30 000 euro e il tasso di interesse € passato per tutti i suoi investimenti al 6%. Quanto potra riti-
rare 0ggi? [82 600 euro]

EIl Una persona ha investito 5 anni fa 20 000 euro al tasso di interesse annuo semplice del 6,75%; 3 anni fa il tasso di
interesse ¢ sceso al 5,5%. Quale cifra potra ritirare oggi? Se avesse investito il suo denaro per i 5 anni al tasso di interesse
annuo semplice del 6,35%, oggi avrebbe ritirato una somma di denaro inferiore, uguale o superiore?

[26 000 euro; superiore = 26 350 euro]

EE1 Ho investito 6 anni fa il capitale di 50 000 euro al tasso di interesse annuo semplice del 6,5%. Dopo 2 anni il tasso &
sceso al 5,5% e un anno fa il tasso e sceso ulteriormente al 5%. Di quanto denaro posso disporre oggi? Per ottenere oggi
lo stesso montante, a quale unico tasso di interesse annuo semplice avrei dovuto investire il mio capitale 6 anni fa?

[67 250 euro, 5,75%)]

EE] In quanto tempo un capitale raddoppia il suo valore, se & investito al tasso di interesse semplice del 6,75% annuo?

E se il tasso fosse del 5,75%? [14 anni, 9 mesi e 23 giorni; 17 anni, 4 mesi e 21 giorni]

EZ3 1 capitale C; e il capitale C, vengono investiti per periodi di tempo diversi, al tasso annuo semplice i, e danno lo
stesso interesse. Se C, > Cy, quale dei due capitali ¢ stato investito per un periodo di tempo pitt lungo? Giustifica adegua-
tamente la risposta. [Cq]
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